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Для решения многих исследовательских 
задач прикладного характера возникает необ-
ходимость нахождения численных значений 
изучаемого объекта, при которых отклик (вы-
ходной параметр) становится максимальным 
или минимальным. Поставленная перед ис-
следователем задача является оптимизаци-
онной и основной ее целью ставится нахож-
дение координат экстремальной точки (x1, x2, 
…, xn) поверхности отклика y = f (x1, x2, …, 
xn). Если произвольно изменять факторы при 
многократном проведении опыта, то  этот 
процесс сложен и редко позволяет достигнуть 
нужного результата (зависимости функции 
отклика от  факторов). Используя разбиение 
всего процесса на  шаги, т. е. итерационные 
действия, мы сможем незначительные факто-
ры исключать из дальнейших исследований. 
Если результаты эксперимента представлены 
в виде уравнений регрессии, то геометричес-
кой иллюстрацией являются геометрические 
поверхности отклика.

Для их построения необходимо уравне-
ния регрессии привести к  каноническому 

виду. Для этого проводят преобразования, 
заключающиеся в том, что выбирается новая 
система координат, в которой данное уравне-
ние записывается в более простом виде. Что-
бы получить новую систему координат, необ-
ходимо осуществить параллельный перенос 
старой системы в  новое начало координат, 
затем повернуть координатные оси на опре-
деленный угол. Данные преобразования поз-
воляют определить тип кривых (гипербола, 
эллипс и  т. д.) геометрического образа изу-
чаемой функции отклика. Если при решении 
задач необходимо учитывать большое число 
факторов, то анализ полученных каноничес-
ких уравнений, содержащих много перемен-
ных, оказывается крайне затруднительным; 
построения данных кривых требует специ-
альных навыков. При решении практических 
задач изучают геометрические поверхности 
с помощью двухмерных сечений поверхнос-
тей, для построения которых используют 
адекватные математические модели.

Существует множество методов пошаго-
вой оптимизации: покоординатной оптими-
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зации (Гаусса ― Зейделя), крутого восхожде-
ния (Бокса ― Уилсона) и т. д.

Поиск оптимума методом покоорди-
натной оптимизации в  графическом виде 
представляет собой следующее: выбирает-
ся произвольная точка А и определяются ее 
координаты; затем поочередно варьируется 
каждый фактор. При этом сначала изменяют 
один фактор при фиксированных остальных 
и продолжают это до тех пор, пока не прекра-
щается прирост функции отклика. В дальней-
шем изменяют другой фактор, а  остальные 
постоянны. При этом процедуру продолжают 
дальше.

Метод Гаусса ― Зейделя требует про-
ведения большого числа опытов, чтобы до-
стичь координат оптимума. Он применим, 
если факторов немного и  является несовер-
шенным методом. Рассмотрим метод круто-
го восхождения (Бокса ― Уилсона) ― одна 
из  модификаций градиентного метода. Гра-
диент ― это линии перпендикулярные ли-
ниям равного уровня, на  которых функция 
отклика имеет постоянные значения. Со-
вершая движение в  направлении градиента 
функции, можно наиболее быстро достичь 
оптимального значения. Сущность данного 
метода заключается в том, что шаговое дви-
жение происходит в направлении градиента. 
Преимущество этого метода в  том, что на-
правление корректируется не после каждого 
шага, а только в том случае, если достигается 
частный экстремум в  некотором направле-
нии. Для движения по  градиенту необходи-
мо изменять переменные пропорционально 
их коэффициентам регрессии в соответствии 
со знаком. Напомним, что градиент функции 
отклика вычисляется по формуле:

где i, j ― единичные векторы в направлении 
координатных осей.

Движение в данном направлении продол-
жается до тех пор, пока не достигнут локаль-
ный максимум.

Более подробно рассмотрим симплексный 
метод планирования, эффективность исполь-
зования которого подтверждена в инженерной 
практике мелиорации, металлургии и других 
областях. Преимущество этого метода заклю-
чается в том, что область оптимума находит-

ся без предварительного изучения влияния 
изучаемых факторов. В  отличие от  метода 
Бокса  ― Уилсона, в котором требуется вычис-
ление градиента функции отклика, в симплек-
сном методе строится простейший многогран-
ник в n-пространстве. Вершины многогранни-
ка равны значениям факторов в опытах. Про-
стейший выпуклый многогранник (симплекс) 
имеет n + 1 вершину в n-мерном пространстве, 
т. е. при n = 5 симплекс ― любой шестигран-
ник. Если построить правильный шестигран-
ник, то симплекс называют правильным (регу-
лярным). При построении исходного симплек-
са в первом приближении величины факторов 
принимают из  практических соображений 
и  на  основе предварительных исследований. 
Затем находят вершину, в  которой функция 
отклика минимальна. Чтобы достигнуть опти-
мума проводят дополнительный опыт в новой 
точке, зеркально отображенной точке с  худ-
шим результатом.

К недостаткам симплексного планирова-
ния относятся следующие:

1) В  данной области факторного про-
странства можем найти только один экстре-
мум изучаемой функции отклика, и  только 
при расширении факторного пространства 
возможен поиск других экстремумов;

2) Величина выбранного интервала варь-
ирования факторов влияет на эффективность 
нахождения экстремума функции отклика.

Рассмотрим конкретный пример нахож-
дения функции отклика из мелиорации: най-
дем оптимальную глубину промачивания при 
орошении. Определим при заданной поли-
вной норме (Dir), длине борозды (lf), уклона 
(i), расхода в борозду (q), продолжительности 
полива (t), скорости движения воды в бороз-
де (V) максимальную глубину промачивания 
(h) борозды. В нашем расчете факторами яв-
ляются: Dir, lf, i, q, t, V, а функцией отклика  ― 
y (Dir, lf, i, q, t, V). Условия кодирования при-
водятся в табл. 1.

В результате обработки данных получено 
следующее линейное уравнение:

h = 1,03 + 0,11X1 – 0,09X2 – 0,07X3 + 
+ 0,01X4 + 0,05X5 – 0,01X6.

Вычисляем коэффициент регрессии, по ко-
торому оцениваем влияние соответствующего 
фактора.
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Результаты первой группы позволили оп-
ределить степень влияния каждого фактора 
на  исследуемую функцию отклика (глубину 
промачивания), рис. 1.

Величина поливной нормы оказывает 
наибольшее влияние на  глубину промачива-
ния  ― 19 %, длина борозды ― 17 %, уклон  ― 
13 %, продолжительность полива ― 10 %. На-
именьшее влияние оказали скорость движения 
воды ― 3 % и расход в борозду ― 1,5 %. Эти 
факторы закодированы как X6 и X4, и исключа-
ются из дальнейшего эксперимента.

Обработка данных позволила получить 
математическую модель в  виде уравнения 
второго порядка. При этом коэффициенты 
модели проверялись на  значимость из  ус-
ловия: коэффициент i-фактора должен был 
быть не меньше критического значения кри-
терия Стьюдента при уровне значимости 5 %. 
Для оценки эксперимента и проверки статис-
тической значимости коэффициентов уравне-
ний проведено четыре параллельных опыта 

в  центре плана (на  основных уровнях всех 
исследуемых факторов).

Коэффициенты модели статистически 
значимы в случае выполнения условия:

bi ≥ bkp = t ∙ Sbi,

где bi ― коэффициент i-того фактора; bкр ― 
критическое значение критерия Стьюдента 
при выбранном уровне значимости 5 %; Sbi  ― 
ошибка определяется коэффициентом модели.

Отбросив незначимые коэффициенты, 
после второго этапа получена модель вида:

h = 1,01 + 0,15X1 – 0,03X2 – 0,08X1
2 + 

+ 0,30X3
2 – 0,09X1X3 – 0,08X1X5 – 0,07X2X3.

Максимальное и  минимальное значения 
глубины промачивания составили, соответс-
твенно, 1,19 и 0,70 м.

Определение оптимальных значений 
факторов X1 ― поливной нормы и X2 ― дли-

Таблица 1
Кодирование и варьирование переменных

Рис. 1. Степень влияния исследуемых факторов Хi на глубину промачивания

Факторы Код Основной
уровень (0) Интервал Нижний

уровень (–)
Верхний

уровень (+)
Dir, тыс. м3/га 1 0,9 0,1 0,8 1
lf, км 2 0,15 0,1 0,05 0,25
i 3 0,006 0,002 0,004 0,008
q, л/с 4 1,5 0,5 1 2
t, час 5 2,1 0,5 1,6 2,6
V, м/с 6 0,16 0,04 0,12 0,2
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ны борозды возможно лишь при принятии 
постоянными менее значимых факторов 
X3  ― уклона и  X5 ― продолжительности 
полива. Уклон равен 0,005, а продолжитель-
ность полива ― 2,5 часа. Третья группа опы-
тов проводилась определения оптимальных 
значений факторов X1 (Dir) и Х2 (lf) с примене-

нием симплексно-суммируемого плана типа 
правильного шестиугольника (рис. 2).

Матрица планирования приведена в таб-
лице 2.

По результатам проведенной группы 
опытов получена двухфакторная модель в об-
щем виде:

Рис. 2. Симплексно-суммируемый план типа правильного шестиугольника

Таблица 2
Результаты третьей группы опытов

№ опыта
План Значения факторов Глубина промачивания 

hi, мХ1 Х2 Dir, тыс. м3/га lf, км

1 –1 0 0,8 0,15 0,93
2 1 0 1 0,15 0,86
3 0,5 0,87 0,95 0,25 0,82
4 0,5 –0,87 0,95 0,05 1,07
5 –0,5 0,87 0,85 0,25 0,87
6 –0,5 –0,87 0,85 0,05 1,1
7 0 0 0,9 0,15 0,96
8 0 0 0,9 0,15 0,92
9 0 0 0,9 0,15 0,95
10 0 0 0,9 0,15 0,98
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h = 0,063X1
2 + 0,12X1X2 ∙ 0,031X2

2 + 
+ 0,036X1 ∙ 0,14X2 + 0,958.

Приведем к  каноническому виду общее 
уравнение кривой второго порядка. Приме-
няем для преобразования поворота осей ко-
ординат формулы:

X1 = X1ʹ cos α – X2ʹ sin α;

X2 = X1ʹ sin α – X2ʹ cos α;

0,63 (X1ʹ cos α – X1ʹ sin α) 2 + 
+ 0,12 (X1ʹ cos α – X2ʹ sin α) ∙ (X1ʹ sin α + 

+ X2ʹ cos α) – 0,031 (X1ʹ sin α + X2ʹ cos α) 2 +
+ 0,036 (X1ʹ cos α – X2ʹ sin α) – 

– 0,14 (X1ʹ sin α + X2ʹ cos α) + 0,958 = 0.

При надлежащем выборе α освободимся 
от члена с произведением X1X2.

Каноническая форма модели:

0,18 (X1ʹ) 
2 – 0,11 (X2ʹ) 

2 = h – 0,93.

Коэффициенты при X1ʹ и X2ʹ имеют про-
тивоположные знаки, поэтому поверхность 
отклика представляет тип «минимакс». Под-
ставляя конкретные значения h, получаем 
уравнения гипербол, которые являются сече-
нием поверхности. Построенные проекции 

сечений на  координатную плоскость явля-
ются изолиниями равного выхода параметра, 
который изучается.

Определяем координаты центра S, вели-
чину угла α и  направление поворота, необ-
ходимые для построения геометрического 
образа поверхностей. В  наших опытах вы-
числения приводят к  следующим результа-
там: S  (0,7 – 0,2); α = 63°. Это означает, что 
ось надо повернуть на угол α против часовой 
стрелки по отношению к оси 0Х1 вокруг точ-
ки S. Геометрический образ поверхности от-
клика отображает рис. 3.

Анализируя данный рисунок, отмечаем, 
что глубина промачивания увеличивается 
при движении фактора X1ʹ от  центральной 
точки, в тоже время уменьшается при движе-
нии вдоль оси X2ʹ. Если увеличивать глуби-
ны промачивания, требуется изучение новой 
области, т. к. необходимо удаление от центра. 
Геометрическая интерпретация результатов 
исследований (изолиний равной глубины, 
рис.  3) наглядна. С  помощью графического 
изображения легко находить оптимальное 
значение параметров (Dir, lf), обеспечиваю-
щих оптимизацию исследуемого парамет-
ра  h. Использование геометрических образов 
поверхности отклика может быть использо-
вано в  качестве номограммы для определе-
ния глубины промачивания h в зависимости 

Рис. 3. Геометрические образы поверхности откликов X1 (Dir) и Х2 (lf),
полученные в результате третьей группы опытов
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от поливной нормы и длины борозды (Dir, lf), 
в данном диапазоне изменения факторов.
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