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Одно из перспективных направлений мо-
делирования сложных стохастических сис-
тем основано на использовании энтропии. 
Известно, что энтропия является фундамен-
тальным свойством любых систем с неодно-
значным, или вероятностным, поведением 
[1]. Понятие энтропии является гибким и до-
пускает четкую интерпретацию в терминах 
того раздела науки, где оно применяется. Оно 
все шире используется в современной на-
уке для описания структурной организации  
и дезорганизации, степени разрушения свя-
зей между элементами системы, и вообще, 
для описания степени деградации любой за-
мкнутой системы, включая территориальные 
образования [2–5]. Поэтому представляется, 
что энтропия может выступать в роли уни-
версального параметра и идеально подходит 
для решения рассматриваемых задач о пове-
дении сложных стохастических систем.

Пусть X — некоторая непрерывная слу-
чайная величина. Если известен ее закон 

распределения, то энтропия определяется по 
формуле [6]

где pX(x) — плотность распределения случай-
ной величины X. Полученная по формуле (1) 
энтропия называется энтропией закона рас-
пределения или дифференциальной энтропи-
ей.

Представим сложную стохастическую 
систему S в виде многомерной случайной 
величины Y = (Y1, Y2,…, Ym)T, ее каждый эле-
мент Yi является одномерной случайной ве-
личиной, которая характеризует функциони-
рование соответствующего элемента иссле-
дуемой системы. Элементы могут быть как 
взаимозависимыми, так и не зависеть друг от 
друга. Совместная энтропия случайного век-
тора Y определяется по формуле [6]
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где pY(x1, x2,…, xm) — совместная плотность 
распределения случайных величин Y1, Y2,…, 
Ym.

Сделаем две предпосылки.
1°. Считаем, что случайный вектор Y = 

(Y1, Y2,…, Ym)T имеет многомерное нормаль-
ное распределение ,Yi~N(ai,σ2

Yi
), i = 1, 2,…m, 

т. е.  

2°. Для случайного вектора Y известна 
его ковариационная матрица 

Предположения 1°, 2° основаны на цент-
ральной предельной теореме. Если исходные 
данные не позволяют считать вектор Y нор-
мальным, то можно выполнить их «аппрок-
симацию» нормальным распределением. Ее 
суть состоит в представлении случайных 
компонент Yi нормально распределенными с 
некоторыми дисперсиями 2~

iYσ .
С учетом 1° и 2° получено, что совмест-

ная энтропия H(Y) равна [7]

где |R| — определитель корреляционной мат-
рицы R случайного нормально распределен-
ного вектора Y, H(Yi) — энтропия каждой из 

нормальных случайных величин, равная
Согласно модели (2), энтропия стохас-

тической системы складывается из двух со-
ставляющих, которые характеризуют ее раз-
личные свойства. Известно, что одними из 
важнейших закономерностей систем явля-
ются целостность и аддитивность [8]. Сумма  
Σm

i=1
H(Yi)определяет предельную энтропию, 

соответствующую полной независимости 
элементов системы, и характеризует рассмот-
рение целостного объекта как состоящего из 
частей (аддитивность). Величина ln(|R|) / 2 
отражает степень взаимосвязей между эле-
ментами системы, характеризуя свойства 
системы как целого (целостность). Следова-
тельно, для адекватного моделирования сто-
хастической системы ее энтропию целесооб-
разно рассматривать как двумерный вектор

Исследуем работу автотранспортного 
предприятия за различные периоды време-
ни, используя энтропийную модель (2). Воп-
росы проектирования транспортных сетей, 
распределения поездок, маршрутов на осно-
ве энтропийного подхода рассматривались  
в [2]. Энтропийный подход основан, с одной 
стороны, на гипотезе о том, что состояние 
равновесия в макросистеме достигается при 
максимуме её энтропии, а с другой — что 
при этом должны выполняться некоторые до-
полнительные условия, учитывающие конеч-
ность ресурса, содержащегося в системе.

Данное автотранспортное предприятие 
на начало 2009 года имеет 2 основных пун-
кта продаж. Для увеличения эффективности 
работы в течение 2009–2010 годов были до-
бавлены дополнительные пункты продаж на 
других территориях области. Рассмотрим, с 
помощью энтропийной модели, влияние до-
полнительных пунктов продаж на автотран-
спортное предприятие в целом, а также на 
имеющиеся пункты продаж в отдельности. 
Для этого разобьем исследуемую систему 
(автотранспортное предприятие) на подсис-
темы (пункты продаж).

Одним из основных значимых парамет-
ров подобных систем является пассажиропо-
ток. В качестве входных данных для модели 
рассмотрим ежедневный пассажиропоток по 
месяцам в течение 2009–2010 годов.

Для каждого месячного набора данных 
подсчитаем дисперсию (s2), коэффициен-
ты корреляции (r), энтропии подсистем (Hi)  
и системы в целом (H).

В результате получим, что минимальная 
энтропия наблюдается в июле, августе; мак-
симальная энтропия наблюдается в марте, 
апреле и декабре не зависимо от года и под-
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систем, следовательно, данное изменение эн-
тропии является сезонным.

Приведем пример графиков энтропии 
первой подсистемы за 2009 год (рис. 1, а) и за 
2010 год (рис. 1, б) (для остальных подсистем 
графики выглядят аналогичным образом).

Из рассмотрения графиков, очевидно, 
что при оценке энтропии системы в целом 
необходимо учитывать сезонные изменения. 
В результате получим ежемесячную дина-
мику энтропии системы за 2009–2010 годы  
(см. табл. 1 и рис. 2).

Рассмотрим влияние дополнительных 
пунктов продаж на автотранспортное пред-
приятие в целом. Добавление пунктов про-
даж происходило в июле 2009 года, мае 2010 
года и ноябре 2010 года. Видим, что добавле-
ние подсистем ведёт к увеличению энтропии 
системы.

Далее, с помощью энтропийной модели, 
рассмотрим влияние дополнительных пун-
ктов продаж на имеющиеся пункты продаж  
в отдельности. Для этого разобьем подсисте-
му (пункт продаж) ещё на 5 подсистем соот-
ветствующих пяти направлениям следования 
автотранспорта. Входными данными для мо-
дели является ежедневный пассажиропоток 
за месяц в течение 2010 года по всем направ-
лениям следования. Для каждого месячного 
набора данных аналогично подсчитаем дис-
персию, коэффициенты корреляции, энтро-
пию подсистем и энтропию системы в целом. 
График итоговой энтропии системы приведен 
на рис. 3.

На рис. 3 присутствует сезонное увеличе-

Рис. 1. Энтропия первой подсистемы: а) за 2009 год; б) за 2010 год

Рис. 2. Ежемесячные значения энтропии 
системы в 2009–2010 годах

Таблица 1
Ежемесячные значения энтропии 

системы в 2009–2010 годах

Месяц Н Месяц Н

янв.09 28,434 янв.10 35,931

фев.09 29,000 фев.10 36,057

мар.09 29,131 мар.10 36,031

апр.09 29,138 апр.10 36,086

май.09 29,298 май.10 36,789

июн.09 28,912 июн.10 46,131

июл.09 33,718 июл.10 46,040

авг.09 34,305 авг.10 45,329

сен.09 35,200 сен.10 45,876

окт.09 35,479 окт.10 46,068

ноя.09 35,669 ноя.10 56,228

дек.09 36,564 дек.10 54,536

а) б)



ВЕСТНИК ЮРГТУ (НПИ).   2011. № 3ISSN 2075-2067

148

ние энтропии в мае и декабре, а также сезон-
ное снижение энтропии в августе. Т. к. добав-
ление подсистем происходило в мае и ноябре 
2010 года, то делаем вывод, что добавление 
подсистем не влияет на энтропию имеющих-
ся подсистем.

Интерпретируем полученные результаты. 
Автотранспортное предприятие за рассмат-
риваемый период претерпело изменение, 
которое увеличило возможности покупки 
билетов пассажирами. Данное изменение не 
повлияло на работу имеющихся пунктов про-
даж, следовательно, существующий спрос 
был удовлетворен.

Для того чтобы оценить полученные ре-
зультаты, подсчитаем для каждого примера 
коэффициент изменения энтропии dH = dHi–1 – 
– dHi и построим соответствующие графики 
(рис. 4). Рассмотрим два случая. В первом 
случае полученный коэффициент изменения 
энтропии не зависит от сезонных изменений 
и четко отражает внутренние изменения, свя-
занные с добавлением дополнительных пун-

ктов продаж. Во втором случае полученный 
коэффициент изменения энтропии чувстви-
телен к сезонным изменениям в связи с пот-
ребностью пассажиров пользоваться авто-
транспортом в различные месяца года.

Исходя из полученных данных, будем ис-
пользовать следующую интерпретационную 
шкалу:

–1 < dH < 1 — система стабильна;
1 < dH < 2, –2 < dH < –1 — система пре-

терпевает сезонные изменения;
dH > 2 — система претерпевает внутрен-

ние изменения.
В результате исследования данной моде-

ли можно сделать следующие выводы:
1. Изменение итоговой энтропии в ре-

зультате добавления подсистем не связанно  
с сезонными изменениями системы.

2. Добавление подсистем не влияет на эн-
тропию имеющихся подсистем.

3. Добавление подсистем ведёт к увели-
чению энтропии системы.

4. В зависимости от того каким образом 
разбивается исследуемая система на подсис-
темы и какие параметры берутся в качестве 
входных данных интерпретируется получен-
ный результат.

5. Коэффициент изменения энтропии не 
зависит от выбранного масштаба, входных 
данных, количества подсистем и способа их 
разбиения. Следовательно, его можно ис-
пользовать в качестве оценки работы иссле-
дуемой системы; 

6. Основной характеристикой энтропий-
ного моделирования является коэффициент 
изменения энтропии исследуемой системы,  
а не анализ статического значения энтропии.

Рис. 4. Коэффициент изменения энтропии: а) случай 1; б) случай 2

Рис. 3. Энтропия пасажиропотока 
2010 году
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